Prioridad en la selección de los subproblemas

En el ejemplo anterior se seleccionó de manera arbitraria el subproblema a resolver en cada iteración. Cada decisión conduce a diferencias en el árbol que puede resultar en un mayor tiempo de computación para encontrar la solución. Existen dos enfoques generales que pueden servir de guía para esta decisión.

La regla más usada es la regla LIFO que escoge para resolver el último subproblema creado. Esto conduce a seguir por una rama del árbol y encontrar rápidamente un candidato para ser solución. Posteriormente remontamos hacia arriba en el árbol para partir de otro subproblema. (Backtracking)

La otra regla comúnmente usada sigue un procedimiento de Jumptracking, esto es se resuelve cada uno de los subproblemas que se generan en el proceso de ramificación. Así se salta de una rama a otra del árbol. Esta regla puede generar mas subproblemas y requiere más almacenamiento que el anterior. La idea es moverse a través de los subproblemas para encontrar mejores valores de la función objetivo.

Prioridad en la selección de la variable fraccional para ramificar

Un enfoque consiste en ramificar sobre la variable que tenga la mayor importancia económica. Por ejemplo, si una variable representa la decisión de construir o no un nuevo almacén  y  la variable xij representa la decisión de si la planta i debe surtir al centro j, presumiblemente y es una variable económicamente más importante. Cuando más de una variable es fraccional en el mismo subproblema algunos códigos ramifican sobre la variable de menor índice. De esta forma, si el código requiere numerar las variables estas pueden numerarse de acuerdo a su importancia económica.

Unimodularidad

En algunos problemas de PE la solución del problema relajado es la solución del problema entero. 

Supongamos que las restricciones del problema entero son de la forma Ax=b. 

Si el determinante de una matriz cuadrada es +1, -1 o 0 decimos que la matriz A es unimodular.  Si la matriz de restricciones es unimodular y las componentes del vector segundo miembro son enteras, la solución óptima del problema relajado asignará a todas las variables valores enteros (Shapiro, 1979) y esta será una solución óptima del problema entero. Se puede mostrar por ejemplo que la matriz de restricciones de un problema de Red de Flujo de Costo Mínimo es unimodular, si el flujo neto en cada nodo y la capacidad en cada arco son enteros.

En general, cuanto más se parezca un problema de PE a un problema de Flujo de costo Mínimo, más fácil será resolverlo por el método de Ramificación y Acotamiento. Por esta razón es una buena idea escoger una formulación del problema en el cuál la mayor parte de las variables tengan coeficientes binarios.

Supongamos que se tienen la siguiente situación: se tienen 4 zonas desde las cuales los clientes envían sus pagos a un proveedor localizado en el centro del país. Se está pensando en colocar oficinas de pagos en ciudades  localizadas en estas zonas para recibir los pagos y depositarlos de manera más rápida. Se trata de que los pagos de cada región sean concentrados en una sola oficina. No hay restricciones de capacidad.

Las variables que se incluyen son: 

xij= 1 si los clientes de la región i, i=1, 2, 3, 4 realizan sus pagos en la oficina j, j= 1, 2, 3, 4, 

yj=1 si se abre una oficina en la ciudad j

Se tienen dos tipos de restricciones:

1. Cada zona debe recibir los pagos en una sola oficina

2. Si se envían los pagos de una zona a esa oficina, debe abrirse esa oficina.

Estas restricciones pueden plantearse de la manera siguiente:

Los clientes de cada zona deben realizar sus pagos en una sola oficina.

x11+x12+x13+x14=1

x21+x22+x23+x24=1

x31+x32+x33+x34=1

x41+x42+x43+x44=1

Si los clientes de una zona pagan en esa oficina, ésta debe abrirse.

Si xij=1 entonces yj=1

Esto se puede lograr con 16 restricciones del tipo xij(yj.

Sin embargo esto puede plantearse de manera alternativa reemplazando estas últimas restricciones por las siguientes:

x11+x21+x31+x41(4y1

x12+x22+x32+x42(4y2

x13+x23+x33+x43(4y3

x14+x24+x34+x44(4y4
Esta formulación tiene 12 restricciones menos que la anterior sin embargo esto no implica que la solución del problema sea más sencilla. La región factible de la segunda formulación tiene más soluciones no enteras que la anterior; por ejemplo el punto y1=y2=y3=y4=1/4; x11=x22=x33=x44=1 (todos los demás ceros) está en la región factible del problema relajado con la segunda formulación pero no con la primera. El problema en la formulación 2 está en colocar los valores 4y1, 4y2, 4y3, 4y4 que hace que el método de ramificación y acotamiento sea menos eficiente.

Soluciones aproximadas

En programación entera ocurre con frecuencia que una solución "aproximada " puede ser mejor que la óptima. A veces es más caro dejar que el algoritmo continúe hasta encontrar la solución óptima a partir de una valor dado cuando la mejoría solo es aparente.

Branch-and-Bound para problemas mixtos

Para resolver un problema mixto con este método se requiere ramificar solo sobre las variables que deben ser enteras. 

Ejemplo:

max 2x1+x2
s.a

5x1+2x2(8

x1+x2(3

x1,x2(0, x1 entera

La solución del problema relajado es:

        Z=    3.666667

        x1   =      0.666667          

        x2   =     2.333333          

Como x2 no está restringida a ser entera solo ramificamos sobre x1

Se tienen así dos subproblemas:

Sub 2

 max 2x1+x2
s.a

5x1+2x2(8

x1+x2(3

x2(0

x1(0

cuya solución es 

Z=      3.000000

 x1    =     0.000000          

 x2    =     3.000000          

y

Sub 3

max 2x1+x2
s.a

5x1+2x2(8

x1+x2(3

x1(1

   cuya solución es:

Z=      3.500000

x1    =     1.000000          

x2    =     1.500000 

Ambos son candidatos pero como la solución del subproblema 3 es mayor a la del subproblema 2 esta debe ser la solución óptima. 
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El problema de la Mochila con Branch-and-Bound

En el modelo de la mochila se tiene una sola restricción y las variables están restringidas a tomar el valor 0 o 1. 

max c1x1+c2x2+…..+cnxn
s.a

a1x1+a2x2+…..+anxn(b

s.a

xi=0 o 1 i=1,2,…,n

donde c es el beneficio obtenido de incluir el artículo i, b la capacidad total y ai el peso del artículo i.

Cuando este modelo se trata con B-B pueden hacerse muchas simplificaciones. Como las variables solo pueden ser 0 o 1, ramificar sobre xi dará xi=0 o xi=1. Además los subproblemas relajados pueden resolverse por inspección.

Obsérvese que ci/ai puede interpretarse como el beneficio obtenido por cada unidad de I considerado. Entonces el mejor artículo será el que tiene el cociente más grande y el peor el que tiene el cociente mas pequeño. Entonces puede ordenarse los valores de estos cocientes de mayor a menor e incluirlos en la mochila de uno en uno hasta agotar la capacidad de la mochila. 

Ejemplo: 

max 40x1+80x2+10x3+10x4+4x5+20x6+60x7
s.a

40x1+50x2+30x3+10x4+10x5+40x6+30x7(100

xi=0o 1, i=1,2,……,7

calculando los cocientes y ordenándolos de mayor a menor se tiene


Cociente ci/ai 
Ordenados de mayor a menor

1
1
3

2
8/5= 1.6
2

3
1/3=0.33
6

4
1
3

5
4/10=0.4
5

6
1/2=0.5
4

7
2
1

Primero ponemos x7=1 quedan 100-30=70

Segundo ponemos x2=1 quedan 70-50=20

Tercero ponemos x4=1 quedan 20-10=10

Cuarto ponemos x1=10/40=0.25 quedan 10-10=0

Una solución al problema relajado es entonces x1=1/4, x2=1,x3=0, x4=1, x5=x6=0, x7=1

Con un valor de la función objetivo Z= 10+80+10+60=160

A partir de esta solución se ramifica x1 y se procede a resolver los subproblemas de igual manera que en el caso anterior.

Veamos un ejemplo más pequeño

 max16x1+22x2+12x3+8x4
s.a

5x1+7x2+4x3+3x4(14

xi=0 o 1

V
C
C
R

1
16/5
3.2
1

2
22/7
3.14
2

3
12/4
3
3

4
8/3
2.66
4

Para encontrar la solución del problema relajado procedemos como antes.

x1=1, x2=1, x3=0.5, x4=0
Z=16+22+6=44

Ramificamos sobre la variable no entera con dos subproblemas x3=1 y x3=0

El Sub 3 (con x3=1) se resuelve con el mismo procedimiento y se obtiene:

x1=1, x2=5/7, x3=1, x4=0
Z=16+(5/7)*22+12=43.71

Ramificamos sobre la variable no entera con dos subproblemas x2=1 y x2=0

El Sub 5 (con x2=1) se resuelve con el mismo procedimiento y se obtiene:(mantenemos x3=1)

x1=3/5, x2=1, x3=1, x4=0
Z=(3/5)*16+22+12=43.6

Ramificamos sobre la variable no entera con dos subproblemas x1=1 y x1=0

El Sub 6 (con x1=0) se resuelve con el mismo procedimiento y se obtiene:(mantenemos x3=1, x2=1)

x1=0, x2=1, x3=1, x4=1
Z=22+12+8=42 lo que proporciona un candidato a ser óptimo con cota LB=42

El Sub 7 no tiene solución factible

Regresamos a resolver el Sub 2 con x3=0 que tiene solución x1=1, x2=1, x3=0, x4=0.5 y Z=43.33. Como la mejor solución hasta el momento es Z=42 continuamos ramificando sobre la variable no entera x4=0.5 y generamos dos nuevos subproblemas Sub 8 con x4=0 y x4=1. El Sub 8 tiene solución Z=38 que es menor a la cota inferior Z=42 por lo tanto ese nodo es terminal. El Sub 9 tiene solución Z=42.85 ramificando sobre ese subproblema no se podrá encontrar un valor mayor a 42 por lo tanto ese nodo también es terminal. La solución óptima es entonces la generada en el Sub 6.
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Problemas Combinatorios

Un modelo de optimización es un Modelo de Optimización Combinatoria si tiene un número finito de soluciones factibles

Hay dos problemas interesantes en cuanto a sus aplicaciones

1. Secuenciación de tareas: se relaciona con la planeación de tareas en una disposición de planta por talleres. Se tiene un número de trabajos que deben realizarse en una máquina y se conoce el tiempo de proceso de cada una, así como la fecha límite de entrega de cada trabajo (Fecha concertada). ¿En qué secuencia se deben hacer los trabajos de manera de minimizar la Tardanza?

Tardanza= Fecha real de entrega - Fecha concertada

2. Agente Viajero: un vendedor debe visitar un número de ciudades y regresar al lugar de partida. Se conoce la distancia entre ciudades (tiempo de viaje) ¿Qué ruta debe seguir de manera de minimizar el tiempo total, recorriendo todas las ciudades y regresando al lugar de origen?

Veamos el primer problema. Si n=10 el número de combinaciones posibles para ordenar los 10 trabajos es 10!=3,628,000 si se hace una enumeración explícita. Branch-and-Bound permite, mediante enumeración implícita resolver el problema

.

Ejemplo: 

Tareas
Tiempo de proceso

(en días)
Fecha concertada

(al final del día…)

1
6
8

2
4
4

3
5
12

4
8
16

Si el trabajo se realiza dentro de la fecha concertada la tardanza es cero

Si los trabajos se realizan en el orden de llegada:

Tiempo de proceso total=6+4+5+8=23

Tardanza=0+6+3+7=16

Sea xij=1 si la tarea i se realiza en el lugar j y cero en caso contrario.

Con B-and-B se particionan todas las soluciones a partir del trabajo que se realiza en último lugar. En último lugar podemos tener:

x14=1,x24=1,x34=1 o x44=1.
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Tiempo de proceso =23

Con x14=1 
T(23-8=15

Con x24=1
T(23-4=19

Con x34=1
T(23-12=11

Con x44=1
T(23-16=7

Ramificamos cada nodo nuevo (empezamos por el que tiene menor cota que es x44)

Dado que la tarea 4 es la última, el tiempo de proceso, sin contar el trabajo 4 es

P=(puedo hacer 1, 2 y 3 en cualquier orden)=6+4+5=15

Con x13=1
T(15-8+7=14 (Sumo la tardanza mínima que llevaba, 7)

Con x23=1
T(15-4+7=18

Con x33=1
T(15-12+7=10

Ramifico sobre la de menor cota (supongo entonces que en tercer lugar se hace el trabajo 3 y en cuarto lugar el trabajo 4).

P=(sin contar 3 y 4)=6+4=10

Con x12=1 
T(10-8+10= 12

Con x22=1
T(10-4+10=16

Y puedo eliminar varios nodos el 9,6,5,1y 2 ya que en ellos obtengo cotas mayores.

Solo me queda por explorar el nodo 3 que tiene T(11

Ramifico sobre el nodo 3

P=(2,4,1)=4+8+6=18

Con x13=1 
T(18-8+11=21

Con x23=1
T(18-4+11=25

Con x43=1
T(18-16+11=13

Como todos son mayores a 12 el orden con mínima tardanza es 2,1,3,4 con T=12 

ENUMERACIÓN IMPLÍCITA

Este método se utiliza en problemas de Programación 0-1. Cualquier problema de P.E. Pura puede sin embargo escribirse a través de un modelo de programación 0-1, descomponiendo cada variable entera en suma de potencias de 2. Es claro que esto incrementa de manera importante el número de variables del modelo.

El procedimiento es muy parecido al que se siguió en el problema de la mochila. Se genera un árbol en el que cada nodo representa una solución posible, es decir, valores posibles de las variables de decisión y cada rama representa una posible ramificación en alguna variable. 

Para cada nodo, las variables que tienen valores establecidos se denominan 

Variables Fijas.

Las variables no especificadas se denominan 

Variables Libres.

Para cada nodo, una especificación posible de las variables libres se denomina Terminación de Nodo.

Un nodo que ya no requiere ramificación debido a que es la mejor solución factible desde ese nodo y por lo tanto no requiere una nueva ramificación (Enumeración Implícita)es un  

 Nodo terminal (NT)
Ejemplo: En un problema con 5 variables se tienen 3 nodos:
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En el nodo 3 las variables x1 y x2 son variables fijas y las restantes son libres.

Una Terminación de Nodo (TN) para el nodo 3 se tiene por ejemplo asignando a las variables libres los valores: x3=x4=1, x5=0

Una Terminación de Nodo Factible (TNF) es una terminación de nodo que es solución factible del modelo. Una "buena" TNF puede obtenerse asignando valores (0 ó 1) a las variables libres de manera de que mejore el valor de la función objetivo (el valor mayor en el caso de maximización o el valor menor en caso de minimización). Si esta TN es factible será entonces la mejor TNF y ya no será necesario seguir ramificando el nodo.

Ejemplo: considere el siguiente caso

max 4x1+2x2-x3+2x4
s.a

x1+3x2-x3-2x4(1

Si un nodo tiene variables fijas x1=0,x2=1, la función objetivo es Z=2- x3+2 x4
La mejor TN es x3=0, x4=1con Z=4. Como esa solución es factible esa es la mejor TNF y ese nodo es un Nodo Terminal.

Aún si la mejor Terminación de Nodo no es factible esta proporciona una cota de la función objetivo para otra TNF. Esta cota puede usarse para eliminar otro nodo en consideración. 

Ejemplo: Supongamos que se tiene un nodo candidato con solución Z=6 para la función objetivo

max 4x1+2x2+x3-x4+2x5

Si nos encontramos en un nodo con variables fijas x1=0, x2=1, x3=1,   la mejor terminación de nodo es x4=0, x5=1 con Z= 5. Independientemente de que este nodo sea factible o no el valor de Z=5 es menor a la mejor TNF anterior y por lo tanto este constituye un Nodo Terminal.

Es posible también saber,  si todas las TN para un cierto nodo son Infactibles, sin evaluar todas las posibilidades. De este modo habremos encontrado un Nodo Terminal.

Ejemplo: Supongamos que se tienen los nodos de la figura siguiente 
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y una restricción del modelo es: -2x1+3x2+2x3-3x4-x5+2x6(-5

Asignando los valores de las variables libres que hacen mas chico el lado izquierdo de la desigualdad, x1=x5=1, x6=0 se tiene una solución que no es factible. Por lo tanto sobre ese nodo no será posible encontrar TNF y este será un nodo terminal.

En general, para determinar que un nodo no tiene TNF se debe observar cada restricción del modelo y asignar el mejor valor posible a las variables libres que satisfaga la restricción. Si una restricción no es factible con esta asignación y esa es la mejor asignación para esa restricción, ese nodo será un nodo terminal. La regla para asignar  valores depende del tipo de restricción y del signo del coeficiente de la variable libre, como se muestra en la tabla 

Tipo de Restricción
Signo del Coeficiente de la Variable Libre
Mejor Valor Asignado a la Variable

(
+
0

(
-
1

(
+
1

(
-
0

Si el procedimiento anterior no permite asegurar que el nodo es terminal, porque hay otras soluciones posibles, debemos continuar con las ramificaciones sobre variables libres y obtener dos nuevos nodos para tener un mayor número de variables fijas.

Ejemplo: veamos el procedimiento completo en el siguiente ejemplo.

 max -7x1-3x2-2x3-x4-2x5

s.a

 -4x1-2x2+x3-2x4-x5( -3

-4x1-2x2-4x3+x4+2x5( -7

xi((0,1(
En el nodo inicial (Nodo 1) todas las variables son libres y la mejor TN, es decir la que da el mejor valor de la función objetivo,  es xi=0, i=1,…,5. Esta solución no es factible pero puede haber otra solución que sea factible. Veamos si el Nodo 1 no tiene soluciones factibles.

Con la primera restricción podemos asignar:

x1=x2=1, x3=0, x4=x5=1 (la restricción toma el valor -9(3)

Con la segunda restricción podemos asignar 

x1=x2=1, x3=1, x4=x5=0 (la restricción toma el valor -10(-3)

Como ese nodo tiene TN factibles éste no puede descartarse y necesitamos ramificar ese nodo.
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Revisando el Nodo 2 observamos que la mejor TN es x2= x3= x4=x5=0 que es factible para la primera restricción pero no para la segunda. Veamos si ese nodo tiene TNF.

En los valores x1=x2=1, x3=1, x4=x5=0, la segunda restricción toma el valor -10(-7, por lo tanto ese nodo no es un nodo terminal.

Ramificamos sobre el Nodo 2. Notemos que seguimos con la regla del último nodo generado. Obtenemos así dos nuevos nodos: Nodo 4 y Nodo 5.

Analizamos el Nodo 5. 
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La mejor TN es (x1=1,x2=0) x3= x4=x5=0 que no es factible para la restricción 2. Sin embargo ese nodo tiene una TNF que es x3=1, x4=x5=0. La segunda restricción  toma allí el valor -8 que es factible. Ese nodo no es entonces un nodo terminal.

Ramificando sobre el Nodo 5 se tienen dos nuevos nodos, Nodo 6 y Nodo 7. 
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Analizando el Nodo 6 (x1=1,x2=0, x3= 1) observamos que la mejor TN es x4=x5=0, Z=-9, además esa solución es factible. Tenemos entonces un candidato a solución. Ese nodo será Nodo Terminal. Analizando el Nodo 7 (x1=1,x2=0, x3= 0) la mejor TN es x4=x5=0, Z=-7. Este valor es mejor que el mejor candidato encontrado pero debemos, antes de descartar el Nodo 6, observar si el Nodo 7 tiene TNF. La segunda restricción no tiene ninguna TNF y por lo tanto ese nodo es Nodo Terminal. Pasamos entonces al último nodo generado no observado que es el Nodo 4. La mejor TN es (x1=1,x2=1) x3= x4=x5=0, con Z=-10. Como ya se tiene un candidato con mejor solución no es necesario observar si tiene o no TNF. Ese nodo es un Nodo Terminal.

Solo queda por analizar el Nodo 3. La mejor TN es (x1=0) x2= x3= x4=x5=0 con Z=0, pero no es factible. Veamos si ese nodo tiene TNF. Para la primera restricción encontramos:

(x1=0) x2=1, x3=0, x4=x5=1 con un valor de -5(-3 y para la segunda 

(x1=0) x2=1, x3=1, x4=x5=0 con un valor de -5(-3 que es la mejor y no es factible. Por lo tanto ese nodo no tiene TNF y es Nodo Terminal.

La solución óptima se encuentra entonces en el Nodo 6 con Z=-9. Nótese que todas las combinaciones de las variables con el valor 0 ó 1 ya han sido analizadas implícita o explícitamente.
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PLANOS CORTANTES

Un método alternativo para resolver PE Puros es el de Planos Cortantes. Este método también comienza con la solución óptima del problema relajado pero, en lugar de utilizar ramificación y acotamiento, se modifica la región factible añadiendo sucesivamente restricciones especiales llamadas Cortes. Veamos este método en el mismo ejemplo resuelto con Branch-and-Bound.

max 8x1+5x2
s.a

x1+x2(6

9x1+5x2(45

x1,x2(0, y  enteros

La solución del problema relajado y los cortes posibles se muestran en la figura siguiente. 

Añadiendo el corte 3x1+2x2(15, no se elimina ninguna solución factible entera original, pero el corte no contiene la solución óptima del problema relajado. El corte pasa por una solución factible entera. Este es el requerimiento de cualquier corte. Se requiere en general un número finito de cortes para llegar al entero deseado. El número de cortes necesarios para encontrar la solución entera deseada parece ser independiente del tamaño del problema; un problema pequeño puede requerir mas cortes que uno grande. 
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Si agregamos el corte a las restricciones originales del problema se tiene la solución óptima: Z=40, x15, x2=0. 

El método de Planos Cortantes no resuelve el nuevo problema primal sino el problema dual asociado.

Veamos como procede el método algebraicamente.

El método comienza por resolver el problema original relajado y seleccionando un renglón de la tabla Simplex óptima denominado Renglón Fuente, para el cual una variable básica no es entera. El corte se determina a partir de las componentes fraccionales de los coeficientes del renglón fuente. Por ello se le llama Corte Fraccional.

En el ejemplo, agregando variables de holgura en las restricciones se tiene la siguiente Tabla Simplex de la solución óptima del problema relajado.


x1
x2
s1
s2
SOL

Z
0
0
1.25
0.75
41.25

x2
0
1
2.25
-0.25
2.25

x1
1
0
-1.25
0.25
3.75

Escogemos un Renglón Fuente en el que una variable básica tenga solución fraccional,  por ejemplo el tercer renglón. Este renglón puede escribirse con la ecuación:

x1-1.25s1+0.25s2 =3.75. Sea [x] el mayor entero menor o igual a x. Así por ejemplo [3.75]=3 y [-1.25]=-2. Cualquier número puede entonces escribirse en la forma [x]+f donde 0( f ( 1. Así f es la parte fraccional de x. La ecuación puede entonces escribirse:

x1-2s1+0.75s1+0 s2+0.25 s2=3+0.75

Pasando todos los términos fraccionales al segundo miembro

x1-2s1+0 s2 -3=0.75-0.75s1-0.25 s2

El método sugiere entonces agregar la siguiente restricción a la tabla del problema relajado:

0.75-0.75s1-0.25 s2(0

Reemplazando en esta ecuación s1y s2 por s1=6-x1-x2  y  s2=45-9x1-5x2 se tiene la restricción 3x1+2x2 ( 15 considerada en la gráfica

Agregamos entonces la restricción -0.75s1-0.25 s2+ s3 =0.75 a la tabla simplex anterior, donde s3 es la variable de holgura de esta nueva restricción


x1
x2
s1
s2
s3
SOL

Z
0
0
1.25
0.75
0
41.25

x2
0
1
2.25
-0.25
0
2.25

x1
1
0
-1.25
0.25
0
3.75

s3
0
0
-0.75
-0.25
1
-0.75

Realizando una iteración sobre el dual Simplex la variable s1 debe entrar a la base en lugar de la variable s3. La tabla resultante es la siguiente:


x1
x2
s1
s2
s3
SOL

Z
0
0
0
0.33
1.67
40

x2
0
1
0
-1
3
0

x1
1
0
0
0.67
-1.67
5

s3
0
0
1
0.33
-1.33
1

Como la solución óptima de este problema relajado es entera esta es la solución del problema original.

Nota sobre el Dual Simplex:

En el método Simplex comenzamos con una solución factible del primal. Si al menos una componente en la primera fila de la tabla (costo reducido) es negativa ésta no es una solución factible del dual. A través de pivotes mantenemos la factibilidad del primal y obtenemos la solución óptima cuando el dual es factible (todos los costos reducidos son no negativos).

En muchas situaciones es mas fácil resolver el problema comenzando por una tabla en la cual cada variable en la primera fila tiene componentes no negativas (costos reducidos no negativos) y que por lo tanto es factible para el dual y en la que al menos una restricción tiene un segundo miembro negativo (indicando que no es factible para el primal). 

La método  Dual Simplex mantiene no negatividad en la primera fila (factibilidad del dual) y obtiene (si el problema tiene solución óptima) mediante pivotes, una tabla en la cual cada segundo miembro es no negativo ( factibilidad del primal). En este momento hemos encontrado una solución óptima (Condición de Optimalidad de la PL).

Como el método mantiene factibilidad del dual en cada iteración se denomina Dual Simplex.

Paso 1: Si el segundo miembro de cada restricción (última columna de la tabla que muestra los valores de las variables básicas) es no negativo la solución es óptima. En caso contrario ir al Paso 2.

Paso 2: elegir la variable básica más negativa para salir de la base. La fila correspondiente será la fila pivote. Para cada variable xj no básica que tiene coeficiente negativo en la fila pivote calcular el cociente:

Coeficiente de xj en la primera fila de la tabla

Coeficiente de xj en la fila pivote

El menor de estos cocientes (en valor absoluto) indica la variable de entrada a la base. Realizar una operación de pivote para encontrar una nueva solución factible del dual.

Paso 3: Si existe una restricción con segundo miembro negativo y cada variable tiene coeficiente no negativo en la fila pivote, el problema primal no tiene solución factible. En caso contrario regresar al Paso 1.

 En el ejemplo anterior


x1
x2
s1
s2
s3
SOL

Z
0
0
1.25
0.75
0
41.25

x2
0
1
2.25
-0.25
0
2.25

x1
1
0
-1.25
0.25
0
3.75

s3
0
0
-0.75
-0.25
1
-0.75

La primera fila tiene componentes no negativas por lo tanto esta es una solución factible del dual pero no del primal ya que la variable básica s3  tiene valor negativo (-0.75).

Esa será entonces la fila pivote. La variable s3  debe salir de la base y en su lugar entra la que resulte en el cociente mínimo ( en valor absoluto)

Para s1   1.25/0.75= 1.666

Para s2    0.75/0.25=3

El mínimo corresponde a la variable s1  , por lo tanto esa variable sale de la base y en su lugar entra la variable s3.

 El elemento pivote es ahora -0.75. Realizando la operación de pivoteo se tiene la tabla


x1
x2
s1
s2
s3
SOL

Z
0
0
0
0.33
1.67
40

x2
0
1
0
-1
3
0

x1
1
0
0
0.67
-1.67
5

s3
0
0
1
0.33
-1.33
1

Como el segundo miembro de cada restricción es no negativo se tiene una solución óptima para el Dual y por lo tanto para el Primal ya que los costos reducidos son no negativos.

Resumen del Método de Cortes

Paso 1: Encontrar la tabla Simplex óptima para el modelo relajado. Si todas las soluciones son enteras esa es la solución del modelo de PE. En caso contrario ir al Paso 2

Paso 2: Encontrar una restricción de la tabla óptima anterior cuyo segundo miembro tenga el valor fraccional más próximo a 1/2. Esta restricción será usada para generar el corte. Descomponer este renglón en la parte entera y la parte fraccional y reescribir esta restricción de la manera siguiente:

Todos los términos con coeficientes enteros= todos los términos con coeficiente fraccional.

El corte es entonces 

Todos los términos con coeficientes fraccionales ( 0

Paso 3: Agregar este renglón a la tabla Simplex y usar el Dual Simplex para encontrar otra solución del nuevo problema (relajado). Si todas las soluciones del nuevo problema son enteras se ha encontrado la solución óptima. En caso contrario ir al Paso 2. 












































































